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Anadlisis de un modelo dinadmico sectorial

José Ramén Guzman®

Se analiza un sistema dindmico de tiempos discretos que
modela una economia sectorial de precios y cantidades, Se
muestra numéricamente un ejemplo a cuatro sectores en el que
para algunos valores de los pardametros el modelo es predictible
y para otros el modelo es cadtico.*

Analysis of a dynamic intersectorial model

A dynamic system of discrete times, that models a sectorial
economy of prices and quantities, is analyzed. Numerically, an
example of four sectors is demonstrated, in wich for some
values of the parameters, the model is predictable, and for
others it is chaotic.

Analyse d'un modéle dynamique intersectoriel

On analyse un systéme dynamique de temps discret que mo-
déle une économie sectorielle de prix et de qualités. On montre
numériguement un example i quatre secteurs dans lequel pour
certaines valeurs des paramétres le modéle est prévisible et
pour d’autre le modéle est chaotique.

* Grupo de Economia Matemitica, Inatitute de Investigaciones Econdmi-
cas (liEe.), UNaM. El autor agradece a J. Ibarra por sugerir la investigacion y
por dedicar tiempo a la explicacién del modelo; a M. Sdnchez por la captura
del texto. A los proyectos “Programacifn y Simulacion de un Modelo Intersee-
torial de Insumo-Producto Dindmico para la Economia Mexicana”, pasca
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Introducciéon

El propdsito de este trabajo es analizar el nicleo principal del
modelo en condiciones de competencia perfecta y no suponiendo
que existan monopolios.

En este articule se hace un estudio de un modelo dindmico
de tiempos discretos propuesto en Ibarra, J. 1995. El modelo
gobierna una economia sectorial de insumo-producto no lineal
para precios y cantidades. Dada la no linealidad en el sistema
dindmico asociado se pueden encontrar comportamientos com-
plejos (ver Arrowsmith, D.K. y Place, C.P, 1991; Ford, J. 1986),
caracterizados principalmente por la llamada sensibilidad re-
specto a condiciones iniciales, Se supone que la economia en
estudio esta dividida en asalariados, capitalistas y terratenien-
tes. En el modelo, los factores que determinan los precios y la
tasa promedio de ganancia son la demanda y el ingreso por el
conjunto de asalariados; todas las otras variables, como prin-
cipalmente las cantidades, ingreso por asalariados, ganancia
por conjunto de capitalistas y tasa de explotacién se pueden
calcular a partir de los precios dados, al considerar la demanda
de asalariados y la demanda respectiva (por capitalistas, ren-
tistas, asalariados).

Es tipico encontrar sistemas dindmicos de tiempo discreto
en varias disciplinas, por ejemplo en economia (Flaschel, P. ¥
Franke, R. Semmler, W. [1995]), (Gabisch, G. y Walter, .
[1987]), en fisica (Baum, E. B. [1988]), (Lorenz, E.N. [1963]),
en biclogia (Guevara, M. R. y Glass, L. [1982]}, (Terman, D.
[1991]), ¥ en Teoria de nameros (Guzman, J R. y Carrillo, H.
[1994]), (Percival, 1. y Vivaldi, F. [1987]).

El modelo clasico

En 1936, V. I. Leontieff propuso un modelo sectorial de insumo
producto de precios y cantidades para modelar una economia
nacional. Tal modelo en forma simplificada es el siguiente.
Supongamos una economia clasificada en n sectores donde
cada sector £, produce el bien i en la cantidad x;. Ademas el
parametro mij es la demanda interna del sector j sobre el sector
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i. La demanda externa sobre el sector i la denotaremos por e;.
Si definimos

M = (mij),
Xt = (xf,.-.,xn)‘,
E‘! = (e],...,en)‘ .

El modelo de Leontieff de cantidades estd dado por la
relacion:

MX+E=X. (D

En la referencia { Leontieff, W. 1966), se pueden encontrar
ejemplos originales.

Dinamizacién I

La idea del modelo de Leontieff se ha ido afinando y ha dado
lugar a generalizaciones, con el fin de poder aplicarla a sttuacio-
nes miés realistas y observables de una economia nacional
clagificada en sectores. Asi, por ejemplo, el modelo dado en la
relacién (1) se ha dinamizado; es decir, sus variables relevantes
se han hecho depender de una variable temporal. Leontieff
(1953) propone la dinamizacién siguiente:

Sean:

M) =(mijt)),

K ) = kijt)),

X (t) = (x1(t),...,xn(t))' .
Ed(t) = (e}(t),...,e;;(t))‘ .

En términos econémicos la demanda interna, dada poer los
coeficientes mi; depende del tiempo, asi como el vector de pro-
duccién X&), y el vector de demanda final E(¥). Ademas se ha
agregado una nueva variable; la matriz de capital K que
también depende del tiempeo.

El modelo de cantidades esta dado por la relacién siguiente:

X@)=M@)X@t)+E@)+ K@) (X @+1)-X(t) . (2)
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Este modelo ha recibido criticas vigorosas de Pasinetti
(1981). Por ejemplo, Paginetti considera el modelo

X(t) = M(t) X(t) + E@) + K(t)s + J

donde f = g (M(t) + K(t) X{(1), g es la tasa de crecimiento
hacia adelante de la economia M(t), K(t}, X(1) scn definidas
como antes. o se puede interpretar como un vector de inversio-
nes brutas tanto en bienes de capital fijo como circulantes. En
este modelo se supone que la tasa de crecimiento g de todos los
sectores es igual. En el modelo de Pasinetti se supone que todos
los periodos de produccidn en cada sector son iguales y son de
un ailo. Ver Ibarra, J. (1998) para una discusién més general.

En la siguiente seccidén se comenta un modelo mds general
que el que propone L. Pasinetti.

Dinamizaecién 11

Ibarra, J. (1995) propone otro modelo dindmico de insumo-pro-
ducto mas afinado que el modelo de la dinamizacién I y que
esta definido por las siguientes componentes dependientes de
una variable de tipo temporal ¢,

Una matriz de insumo producto dinamica;

M) = (mit)) 0 <mit) <L

mi;(t) representa las unidades fisicas del bien i necesario
para producir una unidad del bien j.
Una matriz de capital;

K@) = kyg(t)) 0<kijt). 1
K(t) representa una matriz de stocks y kij(f) representa las
unidades fisicas del bien de capital i necesaria para producir

una unidad en el sector j.
Una matriz de coeficientes de reposicién;

R@t) =(rij(t)) 0= rijt)<1.
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rij(t) esla tasa de reposicién de bienes de capital fijo produ-
cidos por el sector i que se usan en la produccién del sector i
Una matriz de periodos de produccién:

71 ()
12 (t)

=
Tn (t)
t; representa el niimero de afios necesarios para producir

una unidad en el sector i, y un vector asociado de periodos de
produccién

T1(¢)
()

Tn.(t)

Para facilitar el calculo se define la siguiente operacién de
matrices. Sean A = (ayj), B=(b;;) de n x n definimos la opera-
cidén @ como:

A ® B =(a;b;).

Se define el vector de demanda no lineal (en precios) ¥ (L)
implicitamente por cada asalariado de la manera siguiente.

Sea Y el ingreso por cada asalariado {(aqui lo normalizare-
mosaY=1) :

p1(t)

Y0 - ,

P (t)
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yay = | .
In i)
yilt)
) = . , CONSUMOE necesario
y:l ®
83 ()
ba(t) = '
ba(d)

es el vector de propension a consumir y debe satisfacer que
Bt +... +05() = 1

Entorces 1a ecuacién (Stone, R., 1954 ) es:
P @YV = DO ¥ @) + b°(W) (Y —p() y*®)
Despejando ¥*(¢) de la relacién anterior se tiene que:

BT (O(Y- L3k (OPK(D)
k=1

mn

¥i(Ep

b (V-2 3k (DORD)
=1

Fo= | Ae— 5 ,

b2 (O(Y-2 7k (BPa(t)

A=)
Pald)

Fa (EH+
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Obsérvese que este vector de demanda definido en los
precios, es decir:

@1(t),....00(t) YW 1(1),....pn(E)
es no lineal.

B®(t) es el niimero de dependientes por cada ocupado en las
familias de los asalariados.

Un vector de indices de precios;

P') = (01(0),-..pu(t))"

Un vector de coeficientes de trabajo;

L' = (1) lnt)) .

1i(t) representa la hora-hombre necesaria para producir
una unidad en el sector i.

Una tasa promedio de ganancia de la economia;

().

Una matriz de desviaciones de tasas respecto de §;
om (8)

oF (2)
Om (1) = .

- om (8

En condiciones de competencia perfecta cada g (£)=1. En
otras condiciones estos coeficientes miden la presencia de mo-
nopolios en el sector respectivo i,

Una matriz de tasas de ganancia sectoriales hacia adelante;
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Ademas definiremos la matriz:
Ce) = M) T4) + K(t).

Si se impone la condicién de precios=costos y se considerar
los siguientes costos:

b = §(t)bm(t) — () una matriz diagonal de sobreganancia
de los sectores.

P M) costos de los insumos cornlent_es.

p'() (K(t) ® R(t)) costos de la reposicion de capital.

') M) T(t) G(2) costos de los insumos en un crecimiento
proyectado a las tasas contenidas en &,

o) Kit) @(t) costos del capital en el crecimiento.

p'e) M(t) Q‘(t)ﬁ costo de insumos ol tener una sobregananc.
') K(t) b costo del capital al tener una sobregananci
L) costos del trabajo. .
L) Tt costos que produce la inversién en trabajo.

Con los antericres elementos, el modelo de precios es:

P = p'®) (M©) + K@) ® R®) +T p't) CO) Om + L) + L)
) @(t) dm(t) - Gt)) (3)

Otros elementos del modelo son los siguientes:
Se define la matriz:

H() = (I-M@) - K¢)® Ry
Se define ademais la ecuacion:
Mn (t) = L) H(Y).

82

* k &

De los llamados valores estaticos de Marx que se interpre-
tan como: “los requisitos directos e indirectos de trabajo, por
unidad de demandas finales de bienes de consumo y de inver-
sién, sin considerar e] trabajo necesario para la reposicién y
crecimiento de los bienes de inversién”.!

Si se supone que los asalariados no ahorran se debe satis-
facer que:

p() ¥°() B°() = 1 = salario

¥°(t) ee la funcién de demanda que surge a partir de la
ecuacion de R. Stone,

Si de la relacién (3) se despeja p(t) y se sustituye en la
relacién anterior se tiene entonces que se liga p(f) con §(t) y
de Ia cual se puede despejar §(t), obteniéndose de esta manera:

s = JAm OB OLOCOHO 0p°0) @
 @OCOLODIOHOY OB®)

El modelo de precios a n sectores

Para determinar los precios (indices) y la tasa promedio de ga-
nancia en cada sector en gue esté dividida la economia se deben
acoplar las relaciones (3) y (4); es decir, que se debe resolver el
sistema no lineal en precios p(t) y 1a tasa ¢ siguiente.

P =pMEOR+Tp Chn+ L+ L' TGon-& (5
®) 5o L2 Y+ LGBy g
®' C+L' D) 6 Hy* %) .2
En el modeio dindmico este sistema de ecuaciones deter-
mina todas las otras variables del modelo, asi nos concentrare-
mos en él. En Ibarra, J. (1995), se propone una idea para
resolver el sistema (5); esta idea se explica a continuacién.

1 Ibarra, dJ., 1995,
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Se trata de resolver iterativamente el sistema de ecuacio-
nes (5) para cada tiempo t. Dicho de otra manera la idea es
tomar un precio inicial en la relacién (5.2) y calcular una tasa
inicial § y sustituir ésta en (5.1), para obtener otro valor en los
precios. Este proceso se repite hasta converger a una tasa Py
a un sistema de precios ps. En otras palabras como p ee una
funcién de §; p =p(). § es una funcién de p, § =5 (p). Entonces
se puede tomar un vector de precios inicial pg e ir calculando
sucesivamente pr=p(@(@0)), p2=p©® (1)), Ps=p@(P2)...
eteétera.

En lo que sigueé I es la matriz identidad. La relacién (5.1)
se puede escribir en la forma:

P + L TG 0m-8) A-M-K ® R-3Con )"’

El objetivo de los siguientes parrafos es simplificar la
relacién (5.1).

Con las notaciones anteriores el término $C(2) m se trans-
forma en:

FCom = o (mi) T + %) bm

eato es:

{Ti si i=J,

W o= S|
Y 1 s i#j.

= {0800
Es dedir que:

FCOm = B (mivi) o ,

y tenemos para i = L,...,n:

Gi=li+TiligGiond.

= (I-M-K®R-3CoHm)™.

" ok n
Si definimos:
P i1 ... uis| -1 ql
Pn nl S g Unn 4n
donde:
11 . .. Win e
nl « .. UWpn
Entonces

ij =8 — mij — ki 1ij = @i (v mij + ki),
donde 3;; es la delta de Kronecker:

P | sti=j

i 0 en otro caso

Se consideran ahora las siguientes variables:

Gij = Sij—mij—kirij ,
ki = o (ijmi +ky) ,

vi =4,
of =tiligiom .
entonces:;

Pi =G YU 9.,

vi toi 9.

|
]
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De esta forma:

P Gt +uhd, ... Cla+ulad,|” | vitaid
Dn Gl +un1®, - - - Gan +pand@, vi Y on®
De la matriz:

(G + HjP) = (G + W)

se tiene:

31 vi + ale
= (G + W)™

Pn v';; * ano

Salvo cambios de constantes:
Al caleular (& + W@ ¥, se obtiene:

cﬂ +c‘f$+c§?+ +cf{'—1$'H
bo + b1 + b2’ + ... + bug"

(Gj + wB)" =

Entonces nuevamente, para i=1,...,n, se tiene que:

o ab +aﬁ$+aﬁ$2+...+a§.$“
P bo+ b1 + b2g® + ... + bng"

De esta manera la relacién para @, y pi es:

86

* d *
__ab +alG+abo’+ ... +dho"
& bo + b1 + boo® + ... + bno” 6D
n 1 " )
®) £+ 2~ 2akpk
P
@= i=1 ©2)
T'l+f:'1kpk
k=1

En estas relaciones se puede observar la no linealidad de
los precios en funcién de la tasa promedio de ganancia y la no
linealidad de la tasa promedio de ganancia con respecto a los
precios. Esta no linealidad en estas relaciones surge a raiz de
que la funcién de demanda de asalariados definida por las
ecuaciones de R. Stone es no lineal en los precios.

para i = 1, 2,...,n.
Ahora, si en el conjunto de relaciones (6) se sustituye el
valor para @; las relaciones (6) quedan todas en funcién del

sistema de precios (P4, ..., Pn).

El sistema de ecuaciones a resolver es el siguiente:

PoyPoy. .o,
Z V815, _-—pyﬁw 5
g & 61,02, 001, Ve, Vs € {1,...,0) i
¥ m&%m
6102, o0V V2,V € (L,...70) Pulvz: Py

1= 1, 2000 ¢}

Los coeficientes Y41%-%, Abjs-w, , estdn en funcién de
todoe los otros parimetros del modelo.
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El simbolo 61,02,...,84,v1,v2,...,va € {1,..., n} significa que:

o1 € {1,..,n}o
o2 € {1,...,n}é

op € {1,...,n}é
vi € {1,..,n}é
vz € {1,...,n}é

vo € {1,..,n}

Por ejemplo, si se tiene o, B,ve {i,j, B yseelipeaa =1,
B=k el coeficiente correspondiente en la sumatoria

> Ea By

a Py eljh)

sera Eip, 81 no se elige ningtin valor paray se deja un espacio
en blanco.

Ahora, para resolver el sistema de ecuaciones (5) se elige
un sistema dinAmico no lineal de tiempos discretos que simula
el proceso de calculo de precios (proceso iterativo) definido por
lag siguientes ecuaciones:

PRel=pbs XM+ k@R + BHRP' R+ DCGm + L' + L' Tolim - & 6.

(8) [ ] i a
_Imy Bt L GHY B
@ RC+L' DonH o

o) 8.2

En donde el simbolo p*(k) significa la iteracién k- ésima
en el tiempo ¢ del vector p’, A la luz de la simplificacién (8) el
sistema dindmico queda definide como:
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Z .{‘vlvz_.m M
1 o0z, Oavive_ ¥a€{l.. ) o1z Py (BpvR). ..o ()
P S b PP Do
5.5 Doy (k)PvR). . Dy k)

6102 Oa V1 Ve, V€ (1l..0)
I=1%..nk e N; {9)
Si las constantes Y¥}%-%. , AN%% , fueran inde-
pendientes de las otras constantes del modelo se podrian variar
y asi obtener por ejemplo:

a) Todos los sistemas lineales de cualquier dimensién
b) Toda una clase de sistemas cadticos, por ejemplodada alguna
I, la iteracién cadtica:

pi (k+1) = 4pi (k) (I-p1t (k)

E! modelo de cantidades a n sectores

Si identificamos cada término siguiente con su significado
econémico:

Ma) X@) demanda de insumos corrientes.
(K(t) ® R(t)) X(t} demanda de reposicion de bienes
' de capital fijo.
Me) Te) b( t) X(t) demanda de insumos ante crecimiento.
Kt) &(t) X)) demanda de bienes de capital fijo ante
crecimiento.
Y es el vector de demanda final.

Al aplicar la condicién de oferta=demanda, el modelo que
se propone para determinar el vector de cantidades:

x1(t)
x2(D)
X@®) = 4

xn.(t)
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es el siguiente:
X(t) = M(1) X(0) + K() © Re) X(0) + Kt) 6 X +Me) T 6) Xeo) + Y. (10)

El vector de demanda final Y(t). queda modelado por la
demanda definida por las ecuaciones de gasto de R. Stone.

Comparando con el modelo de L. Pasinetti se pueden ver
elementos nuevos; la idea de reposicién de capital fijo, tasas de
crecimiento hacia adelante (diferentes en cada sector) y perio-
dos de produccién diferentes en cada sector.

Definiendo

A) = M) + K@) ® R() + K(t) 6@y + M) T G,

El modelo (10) se resuelve, obteniéndose para cantidades
1a relacién;

X(t) = (- A Y). ay

Dado que la demanda Y(t) depende del vector de precios p
y puede ser la demanda por el conjuntoe de asalariados o por el
conjunto de capitalistas, el vector Y(t) dependerd segiin el caso.
El vector de precios p es el de equilibrio; es decir, el punto de
convergencia al iterar el sistema (9). Las cantidades en cada
periodo de tiempo quedan definidas (salvo cambios de constan-
tes) por:

PoyPog- - -Pap

2 AR a’,.——-*——’ =

= SLOAVYL v € (Liun) it

. 1Poe---Pan

3 ol &nﬁ

6102, Y12,..Vn € (1,....7) P .
I=12 ..,n

Es interesante observar la dependencia de las cantidades
xi de cada sector con respecto a los precios pi.
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Funciones de ganancia y tasa de explotacién

Al modelo se le pueden asociar algunas funciones macroecondé-
micas de la siguiente forma.

La masa de ganancia en todes log casos se define a la
manera clasica:

Ganancia = Ingresos — Costos.

Por ejemplo, en cada periodo de tiempo ¢, la masa de
ganancia es:

Ga(t) = p* X(t) - p* A®) X(t) - L'(t) X(t);

en esta funcion pe es el vector de precios de equilibrio, los
costos de los insumos es la cantidad p+ A(t)X(t) y los costos del
trabajo es L' () X(t).

La suma de ingreso por los agalariados se obtiene haciendo
Y(t) = Ey®, donde:

£YB
=—=—_P°,
1 _zpya Ba

y ademas z° =z° =L'(t) (I- A®)™.

Similarmente haciendo Y{t) =P°°, se puede obtener
la ganancia de los capitalistas.

La tasa de explotacién de los asalariados se define por la
ecuacidn:

zcychPc
zayaBa )

Representa el cociente entre el consumo de capitalistas y
consumo de asalariados.
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Ejemplo

Esta seccién es un andlisis numérico de un ejemplo {[1] Ibarra,
J. 1996).

El objetivo de los siguientes cdlculos es simular una
economia nacional en condiciones de competencia perfecta.
Esto significa que la matriz de deaviaciones {m, es la matriz
identidad. Por consiguiente se incluye la hipdtesis de que en
cada sector de la economia no hay monopohos Los sectores en
consideracién son:

1) maquinaria y equipo (bienes de capital)
2) insumos {productos agricolas }

3) consumos (productos agricolas)

4) durables

El parametro que se variard (pardmetro de bifurcacién) es
la tasa de crecimiento hacia adelante g. Realistamente esta
tasa no puede exceder de 20/100.

En las simulaciones que siguen se observan precios y tasa
promedio de ganancia fija de (6.351018021, 1.358261504,
4.926206633, 5.975165560) y § = 0.50 respectivamente, para
un valor de g=0.05 en adelante.

Al cambiar el primer periodo de produccién de 0.5 a 1y fijar
la tasa de crecimiento hacia adelante g=0.03, se tiene que el
modele es impredictible.

Datos iniciales

La notacién que sigue es congruente con la de los parrafos
anteriores, por lo que se omitird en casi todos los casos el
concepto econdmico.

SSwe
oo o
o0poO
como
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1.5 125 1 1.20
_ 0 0o 0 0
K= 0 0 ¢ ¢
0 0 0 O
0315 .0815 .0315 .0315
R = 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
5 0 0 0
_ 01 00
P = 0 0 3 0
0 0 0 5
0
0
. -1
. .35+11 35p, — .15p,
y = 2 o3

1-.35p5,—.
5.4 L Eradvei o
2 P4

Las variables principales en funcién de los precios

En esta seccién se dan algunas férmulas de las variables mas
importantes usadas en el modelo (precios y tasa promedio de
ganancia) .

La tasa promedio de ganancia de la economia esta dada por:

py= 1-Ld-M-KoR-' wLBI-M-KoRr-'y =
(p(MT+K)+L?)(I -M- KOR)- ¥
(82801pg p ~. 2533204 + 3.7998 X 102 o} - 55555 ps + .19444pF +
.17199g pa ps + .25332¢ pq - 3.7998 X 10~ gps + .55555¢ ps -
19444gp3) /(34748p1 ps P4 —~678p1 pa + 1017pp} —.12694p2 p3 pa—
26031ps py + 3.9047 X 10 pops —9.0252 X 10 *pape ~.12816p4 +
1.9223 X 1023 - .78422p; ps + .25698p1p8 — 238882 p3 + 8.3607 X
107203 p2 — 30266 ps +.10593p% ) (12)

P (& pL P2 P3,
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En este caso se puede ver la dependencia de la variable §
con respecto a los precios.

Similarmente haciendo cilculos con las matrices involu-
cradas en la ecuacién para p se fiene que:

Pit) = Lt) + L) T @ §m — GO (T - M(t)~K () ® R(t)~F C®) @m)_l
=(010620304) 5.2)

12.0+8.05+0° - 8.0g-1.02F

o1 = 2500 =
7559,0 - 15937.0% + 2000.0p

—7496.0 + 8441.0 5 + 14000.0¢" + 7559.0g — 14000.06p
7559.0 -15937.06 + 2000.0¢°

oz = —15625

[ [ [ 53 53 ] ) N ]

_ ~4 51087 x 10 -BAZ3H 2 10§+ 1049110 g + LG2X 10 ¢ +86173x10 2+ 1500 x 10 g5 -1.62x 10 g9
T3= 3.128x10 —
7558.0 ~15637.05 + 2000.0p

£ L] 3 m 3 5 5 =2
134381 10 13057 1072182 x 10 @ +139£10 5 -7.5209x10 g+ 98182 10 G- L3110 g9

4 = 00625 =
T559.0- 163970 + 20000y

Transponiendo el vector de precios anterior se tiene que:

al
— a2
PED= | o 5.2)

G4

Otra explicacién del método iterativo para el cilculo de
precios es la siguiente. Para determinar los precios de equili-
brio ¥ la tasa promedio de ganancia de equilibrio asociada, se
tienen que resolver las ecuaciones (6.1) y (6.2). Observe que la
relacién (6.1) se puede sustituir en la relacién (6.2) y de esta
manera quedan solamente como variables los precioa. Dicho de
otra manera, si id es la funcién identidad en R*, definida por
id(x1,x2,x8xd = (x1,x2%x3%x4 entonces observemos que el
siguiente diagrama de funciones conmuta:

94

O (8, o1, D2, 3, P9)
D2 (g, PP, P3Py _ | xe

B3 ( &, P1. P2. P3, By) f"
@4 (£, p1, P2, P3, P4

M. P, p2, P3P =DOoP) & . p2. PP} =

Para determinar los precios de equilibrio se usa un sistema
dindmico definido por las ecuaciones:

(p1(x+1),p2(c+1),p3(x+1),palx+1))=P( g, p1(x).p2(x),p3(x),p4(k)}

Por otra parte, la tasa de equilibrio en cada iteracion k, que
podemos llamar 9(x) y que depende del valor de g, se puede
determinar por medio de 1a férmula: '

B(x) = 9( g, p1(x),p2(x),p3(<),pa(x))

Simulaciones numéricas

Variando la tasa de crecimiento g en su rango util: 0 < g < 0.15,
y empezando desde un indice de precios (1.1,1,1) se puede
obtener una sucesién de graficas que seran llamadas
Grdfico(g)= {(x, P ()): x = 1,2,3,...}, obsérvese que en todos los
casos se alcanza un valor fijo de la tasa promedio de ganancia.
A partir de un valor muy cercano a 0 se alcanza una § =0.5; un
atractor periddico de periodo uno.

A continuacién se mostrara la tabla de simulacién con los
valores para g y para el valor de convergencia de §. En todos
loa casos se usaron 50 iteraciones..

En el rango til del pardmetro g no se observa el fenémeno
de sensibilidad respecto a condiciones iniciales, por lo cual el
modelo es predictible para estos casos.
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GRAFICO (0.045) en este caso converge a 0.5
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De forma numérica también se puede visualizar cada
Grafico (g) v su valor de precios de equilibric asociado.

Si en todo lo anterior se cambia la matriz de periodos de
produceién (sélo cambiamos el primer periodo de produccién
de 0.5a 1)

ﬁ":

SO

0
0
0
5

[ B e B = )
O~

y se fija la tasa de crecimiento en g = 0.03, el modelo se
torna impredictible. Obsérvese la siguiente grafica e implici-
tamente el fenémenc de sensibilidad respecto a condiciones
iniciales. La gréafica muestra la relacién (n, § (n)) donde n es
el niimero de iteraciones y ¢ es la tasa promedio de ganancia
en cada iteracién. Observe la no convergencia.
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FIGURA 3

100+
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g = 0.03

Conclusiones

Se hizo un estudio numérico del modelo dinAmico de J. Ibarra
de precios y cantidades, que generaliza al modelo dindmico de
Leontieff. Matemdticamente este modelo es computable
usando un sistema dindmico no lineal de tiempos, discretos. En
forma esquemética el modelo se puede representar con el
siguiente diagrama de flujo,
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Sistema Dindmico
> $l p

Tasa de equilibrio
¥ precios de equilibrio

a‘; P
v
v
Cantidades

deequiltbrio | ......
v
Funciones

macroeconémicas
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Se realizé un estudio con todos los parametros constantes
excepto el parametro g que puede fluctuar entre 0 y .15. Para
este rango de valoreg, ne se encontrd un comportamiento com-
plejo; por lo que el diagrama de bifurcacién en este caso es muy
simple. Si representamos en el eje horizontal los valores de g
& (0,0.15) y en el eje vertical los atractores del sistema dinAmico

obtenemos simplemente la grafica Bifurca (0 <g < 0.15).

Puntos fijos
eatables

en la tasa
promedio

de ganancia

g

Bifurca
0< g < 015

Al cambiar la matriz de periodos de produccion a:

=R R
[ B T e
[N
mooco

y definir al pardmetro g = 0.03 manteniendo todos los otros
datos constantes se obtiene un comportamiento cadtico en la
tasa promedio de ganancia y en este ¢aso el método de caleulo
resulta inadecuado (iteracién cadtica).

Se hicieron otros cambios de parametros resultando que en
casi todos los casos el modelo resulta predictible.
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Al aumentar el nlimero de sectores en consideracién es de
esperarse que tamhién en este caso, ocurran comportamientos
complejos pues el nitmero de pardmetros libres es mayor; este
gjercicio sdlo es posible si se programa en una supercomputadora
y para tal efecto se encuentra en desarrollo dicho sistema.

El modelo es mas complejo a medida que se agregan més
calidades de trabajo.

S5ige asume la existencia de monopolios en algunos sectores
es necesario variar otros parametros del modelo, como por ejem-
plo, las tasas de desviaciones respecto a la tasa promedio. La
reaccidn de la economia en estudio ante cambios de monopolios
en cada sector seran tema de otra direccidn de investigacién.

No se descarta la posibilidad de usar otro método de céleulo
de precios de equilibrio; sin embarge también cabe la posibili-
dad de que la iteracién inherente al método también pueda ser
cadtica para algunos valores de los parametros del modelo.

La utilidad de este estudio radica en el hecho de que el modelo
puede resultar sensible respecto a cambios en los parametros
que lo definen. Esta informacion es valiosa para los econome-
tristas que se dediquen a estimar estos pardmetros, puesto que
del error con que se estime depende la determinacién de los
precios y de la tasa promedio de ganancia; elementos con los
que se determinan todas las otras variables y funciones aso-
ciadas al modelo.

Es importante el uso de modelos dindmicos no lineales en
economia. Anteriormente se pensaba que el mundo era lineal;
tanto los cientificos exactos como los cientificos sociales mode-
laban linealmente; un reflejo de esto lo constituyen los primeros
modelos lineales y estaticos de Leontieff, W. Resolver estos
modelos lineales, aun en el caso dinamico, era trivial; su
entendimiento en el caso mas complicado se reducia al céleulo
de valores propios. El problema del célculo de valores propios,
a la luz de la tecnologia moderna resulta trivial. Sin embargo
con toda la tecnologia de computacién de que se dispone actual-
mente, los modelos dindmicos no lineales, especialmente los
especificados en tiempo disereto, resultan un reto a entender.
El consenso generalizado en toda la ciencia es que vivimos en
un mundo donde casi todos los fenémenos son no lineales.
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Apéndice 1

En lo que sigue se trabajara con sistemas dindmicos no lineales
de tiempos discretos de la forma:

x(k+ 1) f1(x1(k), ... 2 (k)
x2(x + 1) fa(x1(k),....on(k))
= : ©

ik + 1) || alen) )

x = 1,23, ..

donde
fi . R* - R
% : N - R

La dinAdmica de este tipo de sistemas dinidmicos, atin en el
caso lineal (es decir, con f; funciones lineales), no ha sido
completamente entendida y solo se conocen resultados par-
ciales al respecto. De manera general estos sistemas se han
estudiado numéricamente.

El problema principal en la teoria de sistemas dindmicos
es: dado un sistema dindmico clasificar dindmicas: los atrac-
tores o repulsores periddicos y atractores cadticos.

En el caso de que exista una sola variable de estado, es decir
n=1 en el sistema (0), no se tiene una clasificacién completa de
las posibles dindmicas, por lo que también en el estudio del caso
de una sola variable, en general, se procede a aplicar métodos
numéricos. Estos métodos numéricos dependen de la arit-
mética interna de la maguina, por lo que también el estudio
numérico conlleva a problemas que aun no se han resuelto. De
modo que al estudiar numéricamente un sistema dindmice
como el sistema (0) solo se puede tener una imagen aproximada
de las dindmicas.
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Veamos los principales elementos que intervienen al en-
frentar un sistema dindmico como el sistema (0).

Sea
x1 filx1,....xn)
a2 folx1,....xn)
f= = ‘
Xn fn(xl, e ,xn)

Definicidén. La érbita hacia adelante del sistema dindmico
(0) que empieza en

X1
x2
x = : es el conjunto
X
X1 X1 X3 X1
x2 x2 x2 x2
5 v 2 ¥ "
0" (0 ={ pif ik T - —
X Xn Xn Xn

Dado un sistema dindmico de tiempos discretos el problema
fundamental es investigar el comportamiento de O* (x) para
cualquier x.

Definicion. El vector (x1,..,xs) es un punto periédico de

periode n del sistema (0) si y 86lo 51 n es el minimo entero
positivo tal que:
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X1 x1

X2 X2
7 =

Xn xn

f* significa la composicién n—ésima de la funcién f£.
El conjunto

x1 x) x)

X2 X2 x2
Per (n.p= L =

Xn Xn Xn

es el conjunto de puntos periddicos de periodo n.

X1
X2
Dadounx = : e Per (n, {) el conjunto:
Xn
X1
x2
ciclo (x) = ciclo| n.f,
Xn
x1 X1 X1 x
x2 X2 x2 X2
- . " ol .
= » , f S
Xn Xn Xn Xn

es la orbita periddica asociada. 81 el nimero de elementos
de ciclo (x) es r entonces se dice que hay un r—iclo.
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Definicién. Un subconjunto A — R* es un atractor del
gistema dinamico (0) si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Existe un subconjunto U = R, tal que n i) =4;

>0

b) Para cualquier abierto V > A existe una o > 0 tal que

paratodat>tfl) < V
) El conjunto A es invariante: f(4) = A.

La cuenca de atraccidn asociada al atractor A es el conjunto:

B ={x e R*:liminf || f'(x)-y || =0}= e U

tsmwyed

Por ejemplo si para algiin x, B = ciclo(x), a B se le llama
atractor periddico.

I(x1 22 ... %0 ) || = \JE : «F es la norma euclidiana en R”.

i=1,..n

Si la funcién f es diferenciable en tode R, un punto periédico
de periodo n, (x1, . . ., xa), es estable (es un atractor periédico)
st y sblo si para cualquier (y1, ..., yn) € ciclo(x) el jacobiano
D f™y1,...,yn) tiene todos sus valores propios con médulo
menor que uno. '

Si la funcién f es diferenciable en todo R", un punto periédico
de periodo n, (x1, . . . , Xn), €s inestable (repulsor periédico) st y

g6lo para cualquier (y1,...,¥s) € ciclo(z) el jacobiano
D ™1, . .., yn) tiene por lo menos un valor propio con médulo

mayor que uno.

Se desconoce un criterio general para determinar la exis-
tencia de otro tipo de atractores.

M4s detalles sobre lo anterior se puede ver en J. Gucken-
heimer y P. Holmes (1983). En contraste con las dinAmicas
periédicas se tienen las dindmicas cadticas:

Definicién. Un atractor es extrafio st toda orblta O" () con
x € A, es sensible respecto a condicionee iniciales, es decir:
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Iy e A AIS>0,Ato>0talque wt>tolf' @~ F ) > 5

Definicién. El sistema dindmico (0) es cadtico si posee un

atractor extraino.

Por lo regular, los atractores extrafios son objetos fractales;

conjuntos a los que se les puede asociar una dimensién topo-
légica (dimensién de Haussdorff) no entera. Por ejemplo los
conjuntos de Cantor o el tridngulo de Sierpinsky pertenecen a
Ia categoria de los fractales.

Referencias

Arrowsmith, D. K. and C.P. Place (1991), An Introduction to
Dynamical Systems, Oxford University Press.

Baum, E. B. (1988), Neural Nets for Economists. The ec-
conomy as an Evolving Complex System, SFI Studies in the
Sciences of Complexity, Addison-Wesley.

Flaschel, P., R. Franke and W. Semmler (1995), Nonlinear
Macrodynamics: Instability, Fluctuations and Growth in
Monetary Economics, MIT, Press.

Ford, J. (1986), “Chaos: Solving the Unsolvable, Predicting the
Unpredictable”, Chaotic Dynamics and Fractals, pp. 1-62.
Guckenheimer, J. and P. Holmes (1983), Nonlinear Oscilla-
tions, Dynamical Systems and Bifurcations of Vector Fields,
Springer—Verlag.

Guevara, M.R. and L. Glase (1982), “Phase Locking, Period
Doubling Bifurcations and Chaos in a Mathematical Model
of a Periodically Driven Oscillator: A theory for the Entrain-
ment of Biological Oscillators and the Generation of Cardiac
Dysrhythmias”, /. Math. Biology, nam. 14, pp. 1-23.
Gabisch, G., and H. Walter (1987), Business Cycle Theory. A
Survey of Methods and Concepts. Lecture Notes in Economics
and Mathematical Systems, Springer—Verlag.

Guzmén, J. R. and H. Carrillo, “A Dynamical System Proof of
the Little Fermat Theorem”, Reporie de Investigacion 94-Y,
Laboratorio de Sistemas Dinémicos, Facultad de Ciencias, UNAM.
Ibarra, J. (1995), Teoria Econémica Dindmica y Planifica-
¢ién, Cuadernos de Economia, Instituto de Investigaciones
Econdémicas, UNAM.

Ibarra, J. (1996), Comunicacién Personal.

106

* % %

Iharra, J. (1998), Comparacidn entre la propuesta teérica de
J. Ibarra y una de L. Pasinetti, no publicado.

Leontieff, W. (1936), “Qualitative Input and Output Rela-
tions in the Economic System of the United States”, Review
of Economics Statistics, nam. 18, pp.105-125.

Leontieff, W.(1953), Studiesin the Structure of the American
Economy, Oxford University Presa.

Leontieff, W. (19686), Input Output Analysis, Oxford Univer-
sity Press.

Lorenz, E. N. (1963), “Deterministic Non Periodic Flows”, .J.
Atmospheric Sci., niim. 20, pp. 130141,

Pasinetti, L. (1981), Structural Change and Economic Growth,
Cambridge University Press.

Percival, I. and F. Vivaldi (1987), “Arithmetical Properties
of Chaotic Motions”, Physica, num, 25 D, pp. 105-130.
Terman, D. ( 1991), Chaotic Sptkes Arising from a Model of
Bursting in Excitable Membranes, Siam J. Appl. Math, pp.
1418-1450.

107


Administrador
Text Box


	Imagen 036
	Imagen 037
	Imagen 038
	Imagen 039
	Imagen 040
	Imagen 041
	Imagen 042
	Imagen 043
	Imagen 044
	Imagen 045
	Imagen 046
	Imagen 047
	Imagen 048
	Imagen 049
	Imagen 050
	Imagen 051
	Imagen 052



